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INTRODUCTION 


ARMI les fonctions de variables réelles, les fonctions 
sousharmoniques, comme l’a bien souligné F. Riesz, 
se sont révélées un instrument commode dans 
diverses questions d’analyse (1); d’autre part, on en 
connait des exemples importants, comme le potentiel ordinaire 
de masses négatives distribuées sur des aires dans le plan ou 

en volume dans l’espace, les fonctions & laplacien continu > 0, 
les modules des fonctions analytiques de z complexe, etc. 

Il était donc naturel de les étudier pour elles-mémes en 
général; moyennant une définition trés étendue que nous adop- 
terons, qui ne suppose ni la continuité, ni méme que la fone- 
tion. soit partout finie (mais qui d’ailleurs n’alourdira pas l’ex- 
posé essentiel de ce mémoire), F. Riesz 2) a montré comment 
elles coincidaient 4 peu prés complétement avec les potentiels 





les plus généraux de masses négatives exprimés par des inté- 
grales de Stieljes et il a proposé d’utiliser cette représentation 
pour une étude infinitésimale des fonctions sousharmoniques 
ainsi généralisées. 

Ce travail de F. Riesz a comme point de départ la proposition 
suivante extrémement simple, qui lui a été suggérée par le 
théoréme bien connu de Hardy sur les moyennes des fonctions 
analytiques et dont ce théoréme devient alors une application 


(1) Voir une conférence de F. Riesz, Acta Szeged, 2 (1925); et Montel, Journal 
de math. (1928). M. F. Riesz dit en francais « fonctions subharmoniques »; nous 
préférons la dénomination de « sousharmoniques » employée par M. Montel. 

(2) Voir Acta Math., 48 et 54. 


Tous droits de traduction, de ‘reproduction et d’adaptation 
réservés pour tous pays. 


Copyrict 1933 sy Liprarrin SCIENTIFIQUE HERMANN ET Cie 
Panis. 
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facile. C’est que, par exemple dans le plan, la moyenne d'une 
fonction sousharmonique u sur une circonférence de centre 
fixe O et rayon r, qui balaie une couronne ot u est sousharmo- 


R 1 
nique, est une fonction convexe de log Pr 


Or, dans le cas ot O appartient au domaine de sousharmoni- 
cité ou bien en est un point frontiére isolé, c’est-d-dire dans le 
cas étudié dans le présent mémoire, ou u est sousharmonique 
au voisinage de O, ce point exclu, j'ai remarqué que 1|’inter- 
prétation géométrique de ce théoréme de convexité permettait, 
grace aux propriétés élémentaires des branches infinies des 
courbes convexes, d’obtenir immédiatement toute une série de 
propriétés trés simples de l’allure de u en O. C’est cela qui est 
la base de l'étude de ce mémoire “); je n’y utilise pas la repré- 
sentation potentielle de F. Riesz, mais seulement son point de 
départ et certaines notions que l’auteur a introduites auxiliaire- 
ment pour généraliser des notions élémentaires relatives aux 
cas ot l’on dispose de la continuité ou des dérivées. 

D’ailleurs les propriétés obtenues ne sont pas complétement 
nouvelles; je les avais établies pour la plupart dans le cas 
particulier @) du potentiel ordinaire de masses finies réparties 
avec une densité < 0 continue au voisinage d’un point, ce point 
exclu, et aussi, grace en partie A ces derniers résultats, dans le 
cas particulier @) des intégrales > 0 de l’équation Au = c(M)u 
au voisinage d’un point singulier O du coefficient c supposé 
> 0 et continu hors de O. Il m’a paru intéressant de les déduire 
systématiquement, dans le cas le plus général, du théoréme de 
convextté, en s’aidant naturellement des propriétés connues 
des singularités ponctuelles des fonctions harmoniques; les 
nouveaux résultats constitueront une généralisation de ces 
derniéres. 


La présente étude, comme celle de F. Riesz, s’applique 


dans l’espace A n > Q dimensions; je me placerai pour le 


rete’ étude a déja été Vobjet de 3 notes aux C. R. Ac. Sc. (4932, t. 198 
. 693, 882 et 932) qui conti ; ; ineten 
cee ) qui contiennent la plus grande partie des résultats de ce 
(2) Voir thése (Paris, 1931) (Anna 
chap. II, § III, nos 9-40, 
(3) Voir thése, loc. cit. 


les de l’Ecole normale supérieure, 1931), 
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langage dans le cas du plan; la transposition serait d’ail- 
leurs immédiate pour l’espace, en remplacant en particulier 





pour n > 2 dimen- 
sions, et je me contenterai de signaler bridvement les quelques 
points ot il y a une légére différence. 

Dans le chapitre premier je rappellerai, en les complétant, 
des notions indispensables : on y trouvera un rapide exposé 
de la théorie des fonctions convexes (d'une variable), les bases 
de la théorie des fonctions sousharmoniques et les propriétés 


fondamentales des fonctions harmoniques au voisinage d'un 
point. 


1 1 Sas ; 
log — par — pour 3 dimensions ou 
r r aie. 


Le chapitre II traitera le sujet méme du mémoire; on don- 
nera d’abord des propriétés générales de moyennes et de flux, 
puis on s’attachera plus particuliérement au cas ot wu est bornée 
supérieurement parce que ce cas est identique A celui ot u est 
sousharmonique méme en O. On cherchera ensuite dans le cas 
général s‘il y a des majorantes harmoniques au voisinage de O 
et on les étudiera; cela montrera en particulier comment des 
limitations en moyenne sur u entrainent des limitations vraies 
et permettra un classement des circonstances précisant les 
questions qui resteraient 4 étudier. On montrera enfin l’intérét 
et la nécessité de notions de moyennes (et de quasi-limite) par 
des exemples ou u continue hors de O (et méme possédant des 
dérivées continues jusqu’é un ordre arbitraire) présente en O 
des aliures trés irréguli@res, et cela marquera une différence 
importante vis-a-vis des fonctions convexes, avec lesquelles 
les fonctions sousharmoniques ont par ailleurs bien des analo- 
gies et des relations. Dans tout cela quelques pages sont réser- 
vées au cas ol wu admet un laplacien continu et des extensions 
sont faites, dans le cas général, au voisinage, non plus d’un 
point, mais d’un ensemble fermé de capacité nulle; de méme 
que pour les fonctions harmoniques bornées, un tel ensemble 
ne peut présenter de singularités pour les fonctions sousharmo- 
niques bornées supérieurement, prises dans leur sens le plus 
général. 

Au chapitre III, je présenterai quelques applications, d’abord 
aux fonctions harmoniques et au probléme de Dirichlet; puis 
je reprendrai rapidement d’aprés la théorie précédente, avec 
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des compléments, mes études antérieures des équations 
Au = f, Su = cu (c > 0), au voisinage d’un point singu- 
lier de / ou de c. Et cela montrera, sur ces cas simples, 
le parti qu’on peut tirer de la théorie générale des fonctions 
sousharmoniques dans |’étude des singularités des intégrales 
d’équations aux dérivées partielles ou méme de fonctions de 
types trés généraux qui peuvent se ramener a des fonctions 
sousharmoniques. 

Pour terminer, rappelons que les fonctions sousharmoniques 
ont été déja utilisées avec succés dans la théorie des fonctions 
de variable complexe; on peut donc espérer que le présent 
mémoire permettra dans ce méme domaine des applications 
nouvelles, apportant tout au moins des améliorations d’exposé. 


CHAPITRE PREMIER 


PRELIMINAIRES 
§ I. — Les fonctions convexes (1), 
1. — Une fonction réelle de «x réel, prenant une valeur finie 


en tout point de l’intervalle ouvert (a, 8) fini ou non, y est dite 
convexe, Si, dans tout intervalle complétement intérieur CE 
elle est au plus égale 4 la fonction linéaire prenant les mémes 
valeurs en 2, et x,. Plus briévement, la fonction f(x) est convexe 
si la courbe représentative l’est, c’est-d-dire si cette courbe est 
située au-dessous (au sens large) de toute corde. 

De cette simple définition découlent aisément bien des pro- 
priétés des fonctions convexes. J’énoncerai un certain ensemble 
de telles propriétés d’ailleurs faciles ou A peu prés connues, 
et dont quelques-unes seront essentielles pour la suite. 


2. — En chaque point de (a, 8) il y a une dérivée a droite 
et une dérivée & gauche, toutes deux finies, la premiére étant 
au moins égale 4 la seconde (existence de demi-tangentes). II 


s’ensuit la continuité de f(z). 
Ces dérivés ne peuvent différer que sur un ensemble fini ou 
dénombrable de points. Chacune est fonction croissante de 2; 


(1) Voir surtout : Jensen, Acta math., 30 (1906); F. Riesz, Acta math., 48; 
Montel, Journal de math. (1928); puis : Hardy, Littlewood et Polya, Messenger 
of math., 58; Hartogs, Math. ann., 62. Comme on voit dans le texte, les 
fonctions convexes seront prises dans le sens large qui comprend les fonctions 


linéaires. 
C’est aussi au sens large, sauf mention contraire, qu’on prendra les notions 


de croissance ou décroissance pour une suite ou une fonction. Ainsi g(x) sera 
dite croissante ou décroissante, si quels que soient x, et 2, (z, < 2,) de 
l’intervalle de définition : 

¢ (r,) < ¢ (@,) ou respectivement g (z,) > ¢ (@,). 
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de plus, si 2 < 2, la dérivée 4 droite en 2, est au plus égale 
A la dérivée & gauche en 2, et la pente de la corde (xs, X,) ‘est 
comprise (au sens large) entre ces deux dérivées. 

Toute droite tangente (c’est-d-dire supportant une demi- 
tangente) est au-dessous de la courbe (au sens large). Si elle a 
avec la courbe un autre point commun que le point de contact 
considéré, elle a en commun avec elle le segment joignant ces 
deux points. | 

Une droite non tangente ne peut rencontrer la courbe qu’en 
deux points au plus; toute corde est, hors du segment inter- 
cepté, au-dessous (au sens large) de la courbe. 


3. — Aux extrémités de l’intervalle (a, 8), /(x) a des limites 
déterminées /f., fe finies ou non. 


Cas de 6 fini. — fe est fini ou égal & + %; s’il est fini, il 
y a une demi-tangente au point (8, fs); elle peut avoir une 
pente infinie; 4 part cela, les cordes issues de ce point et cette 
demi-tangente jouissent des propriétés énoncées plus haut pour 
les éléments analogues relatifs 4 un point intérieur a (¢, 8). 


Cas de B = + %. — Il y a une direction asymptotique dont 
la pente est la limite commune p de celle des cordes M,M et 
de OM; p est finie ou égale & + ». Il y a aussi une asymptote 
qui peut étre rejetée a linfini. Les propriétés des sécantes et 
de la demi-tangente relatives a l’extrémité (8, fs) du cas « f fini » 
s’é6tendent au cas actuel du point a l’infini sur la branche de 
courbe. Par exemple, si p < 0, Vinégalité 7, < x, entrainera : 


f (%2) < f(@,) + p(w, —2,) < f(a,), 


en sorte que f/ sera décroissante et que fs + + >; donc si 
fe=+%, p>0. 

Les dérivées & droite et A gauche tendent (en croissant) 
vers p quand 4 —~ + %; les ordonnées & l’origine des demi- 
tangentes tendent (en décroissant) vers celle de l’asymptote. 

Quant 4 la rotation de OM, disons seulement que, pour x assez 
grand, la pente de OM est soit croissante, soit décroissante. 


Résultats analogues pour l’extrémité a. D’ailleurs, on passe 
d’un cas 4 l’autre en change 


ant © en — x, ce qui n’altére pas 
la propriété de convexité. 
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4. — f(x) ne peut admettre un maximum en un point de 
(2, 8) (ouvert) que si f = const; la borne supérieure n’est donc 
atteinte que dans ce cas. 

. La borne inférieure peut étre atteinte ou non; si elle est égale 

a f(«) ou f(8), la fonction est respectivement croissante ou 
décroissante dans (a, 8); si elle est moindre que fa. et fe, la 
fonction décroit jusqu’a atteindre son minimum, puis est crois- 
sante dans l’intervalle restant. 

Supposons 8 = + %; si fs = + %, f(x) est croissante au 
voisinage de + ©; sinon elle est décroissante dans tout l’inter- 
valle (a, + ov). 


5. — Une condition nécessaire et suffisante de convexité est 
qu’en tout point de (a, 8) 

f(a + h)+ f(a —h)— 2f (x) >0 ou joa eee 
pour toute valeur arbitrairement petite de h. 

D’aprés cela, la convexité en chaque point d’un intervalle, 
c’est-a-dire au voisinage de ce point, entraine la convexité dans 
tout l’intervalle (ouvert). 

S’il existe une dérivée seconde directe : 

lim L[@+)) + f@ — h) — 2f(@) 

h=0 h? 
donc, en particulier, s’il existe une dérivée seconde ordinaire, 
un critére de convexité (nécessaire et suffisant) est qu’elle soit 
partout > OW. 

Un critére général (nécessaire et suffisant) est que f(x) soit 
continue et posséde une dérivée a droite (ou & gauche), avec 
l'une ou l’autre des conditions supplémentaires suivantes : 
cette dérivée doit étre croissante (d’ol, lorsque f” existe, le 
critére /’(x) > 0) ou bien (autre énoncé équivalent) la demi- 
tangente correspondante doit étre au-dessous de la courbe (au 


sens large). 


6. — Une combinaison linéaire a coefficients > 0 de fonctions 
convexes est une fonction convexe; de méme l’enveloppe supé- 


(1) La condition est évidemment nécessaire. Si elle est réalisée, la fonction 
o = Kx) — Kx) + (2 — ax — b), ob K(x) est linéaire et coincide avec f pour 
eo=aet r= b, admet une dérivée seconde directe > 0. Done pas de 
maximum, d’ot g < 0 dans (a, b), et comme ¢ est arbitraire, / < Ka). 
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rieure (6gale en chaque point A la borne supérieure) supposée 
partout finie d’un ensemble quelconque de fonctions convexes. 

Un suite uniformément convergente de fonctions convexes 
tend vers une fonction convexe. Une suite ‘décroissante de 
fonctions convexes tend soit vers une fonction convexe, soit 
partout vers — ©. 

Toute ligne polygonale inscrite dans une courbe convexe est 
elle-méme convexe. Grace a la possibilité de raccords conve- 
nables supprimant les angles, on voit comment, dans_ tout 
l’intervalle ouvert (a, 8), fini ou non, ow est définie /(x) convexe, 
on pourra approcher f(x) uniformément a « > 0 arbitraire prés 
par une fonction convexe au moins égale et possédant des 
dérivées jusqu’a un ordre arbitrairement fixé; on pourra méme 
faire en sorte qu'elle soit croissante ou décroissante dans tout 
intervalle ot f(z) Vest et qu'elle admette méme borne supé- 
rieure dans (a, £). 

Un tel procédé d’approximation “) peut étre commodément 
utilisé pour établir en toute généralité des théorémes sur les 
fonctions convexes qui se vérifient immédiatement lorsqu’il 
existe des dérivées des premiers ordres ©). 


§ Il. — Les fonctions sousharmoniques. — Généralités ©). 


1. — Une fonction réelle continue uM) dans un domaine 2 ® 
a 2 (ou plus) dimensions, y est dite sousharmonique, si, dans 





(1) Un procédé analogue consiste dans l’itération de Ja transformation 
\ z+th 
(ec) = oh f (t) dt. 
za—h 
En prenent h assez petit et itérant n fois, on obtiendra sur l’intervalle (a, b), 
fini complétement intérieur, une approximation & e¢ pres par une fonction 
convexe possédant n dérivées continues, d’ailleurs > / et décroissante de h 
9 ee - 4 5 s . . : 
(2) Ex. : théorémes de convexité sur les fonctions obtenues par certaines 
operations sur des fonctions convexes (produit, fonction de fonction etc.) 
; x). 


(3) Voir F. Riesz, Acta math.. 48 et 54 M 
: , * - — Montel, Jo -» 1928; 
Académie d’Athénes, 1931, — T. Rado, C. R. Ac. S 125.) ak 


Sc., t. 186, p. 846. 
(Antérieurement Hartogs, Math. Annaje ‘eas 

; ; ‘5 En,  TmiGSs. Kean 

Citons encore : Franklin, sept. 1 tr ha eee 


1928, et Wiener, avril 192 
Inst. of Technology. ea 


(4) Ensemble ouvert connexe. 
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tout domaine » borné du type de Dirichlet “), complétement 
intérieur 4 ©, elle est au plus égale a la fonction harmonique 
qui prend les mémes valeurs a la frontiére de w. On a une défi- 
nition équivalente, avec tout » non nécessairement du type de 
Dirichlet, en comparant wu a la solution généralisée au sens de 
Wiener @) du probléme de Dirichlet relatif & » avec une dis- 
tribution frontiére égale a w. 

Un critére de sousharmonicité (nécessaire et suffisant) est 
qu’en tout point M de ©, wu soit au plus égal, pour toute cir- 
conférence y arbitrairement petite de centre M, a la fonction 
harmonique dans y, prenant sur y les valeurs de wu, c’est-a-dire 
& la valeur moyenne de wu sur la circonférence y. Comme la 
convexité, la sousharmonicité a donc un caractére local. 

Supposons que u admette un laplacien ordinaire (somme des 


dérivées secondes 





. supposées seulement existantes) ou 


plus généralement un laplacien généralisé (3) Su. Une condition 
suffisante pour la sousharmonicité est que ce laplacien soit 
> 0. Au moins s’il est continu, la condition est aussi 
nécessaire et wu est alors, au voisinage de tout point, de la 
forme : 





u(M)= — = IT. log ai ¢(P)dop +- fet. harmonique. 


(y petit cercle de centre M,) avec o(P) = Au(P) > 0. 


(1) C’est-a-dire tel que le probléme de Dirichlet classique admette une solu- 
tion pour toute distribution-frontiére continue. On dit aussi domaine normal 
ou régulier. 

(2) Voir sur ce sujet un article bibliographique : Einige neuere Untersuchungen 
iiber das Dirichletsche Problem, Jahresbericht, 1932, ou une version francaise 
améliorée dans Mathematica, 1933. 

(3) Au sens de ma thése (loc. cit.), chap. I, § I. 

(4) On utilisera une idée de Zaremba & propos des fonctions harmoniques 


(R. di Palermo, t. 19 [1905].) \ 
Soit y un petit cercle de centre M, et h la fonction harmonique prenant les 
valeur de u au contour; alors : 


v (M) = u (M) — h (M) — e [fe (M, P) dw, 


(G. fet. de Green) s’annule au contour et posséde un laplacien généralisé ee HN 
4 lV’intérieur. Il n’y a done pas de maximum. Donec v(M) < 0 a l’intérieur de y 
et comme ¢t2 est arbitraire uM) < A(M). 


14 ETUDE DES FONCTIONS SOUSHARMONIQUES 


D’ailleurs, si u est de cette forme au voisinage de tout point, 
méme avec un ¢ > O seulement borné et mesurable, w sera 
encore continue et sousharmonique. 


2. — Pour identifier autant que possible les fonctions sous- 
harmoniques avec les potentiels de masses négatives, F. Riesz 
a été conduit 4 en généraliser la définition. Désormais nous 
dirons avec lui qu'une fonction réelle u(M) sur le domaine 2 
y est sousharmonique si elle satisfait aux conditions suivantes : 

a) en chaque point, elle a une valeur finie ou égale A — %; 

b) elle est semi-continue supérieurement (c’est-a-dire coin- 
cide avec sa borne supérieure en chaque point, donc est la 
limite, sur tout ensemble parfait intérieur, d’une suite décrois- 
sante de fonctions continues); 

c) elle est finie sur un ensemble de points partout dense 
sur Q; 

d) si » est un domaine borné complétement intérieur a ©, 
et h une fonction harmonique sur », prenant a la frontiére des 
valeurs en distribution continue et au moins égales & u, on a 
suro:u<h(), 

Sur toute circonférence y tracée sur le domaine, u est som- 
mable (2); cela s’étend méme A tout arc possédant une tangente 
continue satisfaisant 4 une condition de Hélder. 


(1) Sil y a égalité en un point, il y a égalité partout. Cela résulte de 
l'impossibilité d'un maximum pour u (hors le cas u — const), qui est indiquée 
plus loin. 

(2) F. Riesz l’a démontré en supposant l’intérieur de y contenu dans ©. Voici 
une démonstration générale s'étendant aussitét au cas d’une courbe de Jordan 
dont la tangente continue satisfait A une condition de Hélder, d’ot la somma- 
lité méme pour un arc d’une telle courbe. 

Soit une circonférence 4’ assez voisine de Y, Wp, une suite décroissante de 
fonctions continues sur la circonférence y et tendant vers u, U, la fonction 
harmonique dans la couronne (y, Y) égale & w, sur y et & K > u sur ae 
Soit M, un point de la couronne et G(M, M,) la fonction de Green : 


U, (M,) = 5 “ ds 4 Save w, raat (normale prise vers l’intérieur 
7 7 dn de la couronne). 


D’ot, A étant une limite su 


dG(M, M,) . 
ae sur y, et puisque u(M,) < U,,(M,), 


périeure des w, et » le minimum positif de 


K dG A dG b 
u (M,) — y dnt a9 aa ds <3 (w, — A) ds. 
ty yd 


On en déduit que u — A est sommable sur la cir 
aussi. 





conférence y : donc u l’est 
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Soit y un cercle quelconque (aire) complétement intérieur; la 
valeur de uw au centre est au plus égale & la valeur moyenne 
sur la circonférence. Il s’ensuit que si u n’est pas constante 
dans tout 2, elle n’admet pas de maximum sur © et n’atteint 
pas sa borne supérieure sur ©. 

De plus, dans la définition de la sousharmonicité, on peut 
remplacer la condition (d) par la condition locale suivante 
en tout point M,, wu est au plus égale & la valeur moyenne 
Supposée existante sur toute circonférence arbitrairement petite 
de centre M,. 


3. — Une combinaison linéaire a coefficients > 0 de fonctions 
sousharmoniques est elle-méme sousharmonique. De méme 
lenveloppe supérieure d’un nombre fini de fonctions sous- 
harmoniques est sousharmonique, et la proposition est vraie 
pour un ensemble quelconque de fonctions sousharmoniques a 
condition que l’enveloppe supérieure soit semi-continue supé- 
rieurement. Comme application, si uw est harmonique, |u| (enve- 
loppe supérieure de u et — uu) est sousharmonique; si u est 
sousharmonique, 

u + ful 


+ 

pe i, 
(enveloppe supérieure de w et 0), done aussi u + |u| sont 
sousharmoniques; considérons encore une fonction wu _ sous- 
harmonique dans une couronne circulaire de centre O, ou dans 
un cercle moins son centre QO; la fonction égale sur chaque 
circonférence de centre O au maximum de uw sur cette circon- 
férence est l’enveloppe supérieure des fonctions obtenues a 
partir de uw par rotation; on démontre aisément qu’elle est 
semi-continue supérieurement (on verra méme plus loin qu'elle 
est continue); donc elle est sousharmonique. 

Une suite uniformément convergente de fonctions sousharmo- 
niques est sousharmonique. Une suite décroissante de fonctions 
sousharmoniques tend vers une fonction sousharmonique ou 
bien tend partout vers — %. 

Inversement, étant donné u sousharmonique sur © et le 
domaine » complétement intérieur, on peut former sur » une 
suite décroissante de fonctions sousharmoniques tendant vers u, 
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chacune possédant ses dérivées continues jusqu’a un ordre p 
donné. Il suffit d’itérer p fois la transformation : 


1 


ar? 





w (M) = WE Li u(P) dap (y'« cercle de centre M et rayon r) 
y'M 


: Peay. a | 
et de faire tendre r vers zéro dans la suite Pe 


Une seule médiation sulfit, lorsque wu admet des dérivées 
premiéres continues, pour former une suite u, de la nature 
précédente, ot u, posséde un laplacien continu et tend unifor- 
mément vers u tandis que les dérivées premiéres de u, tendent 
uniformément vers celles de u (). 


4. — A cété des analogies entre fonctions convexes et sous- 
harmoniques, il y a aussi bien des relations @). Signalons seu- 
lement ici les deux propositions suivantes qui seront utiles 

I. Une fonction convexe f d’une fonction harmonique wu est 
sousharmonique; 

Il. Une fonction convexe croissante / d’une fonction sous- 
harmonique u est sousharmonique. 

Mettons & part le cas évident ob u = const. Alors si a et 8 
sont les bornes inférieure et supérieure de u sur son domaine ©, 
la fonction convexe / est supposée définie sur l’intervalle ouvert 
(a, 8) et on lui attribue aux extrémités les valeurs limites qu’elle 
y prend. 

La démonstration est immédiate lorsque / et u possédent 
des dérivées secondes continues. Des passages A la limite per- 
mettront de passer au cas général 8). 


(1) On aurait des résultats analogues avec médiation sur des carrés de 
centre M et cété 2r. (Voir Rado, loc. Cit.) 


(2) Voir Montel et T. Rado (loc. cit.) et le chapitre suivant du présent 
mémoire. 

(3) I. u est harmonique; formons une suite de fonctions convexes f/f, sur (a, 8), 
douées de dérivées secondes continues, fn convergeant uniformément vers i 
alors /,(u) est sousharmonique et converge uniformément vers /f(u) qui est 
done sousharmonique. 

II. u est seulement sousharmonique, mais f(z) croissante. On formera sur 
(a, 8), comme précédemment, une suite /, analogue, mais de plus formée de 
fonctions toutes croissantes, Soit » un domaine borné complétement intérieur 
& © et (2, 8’) les bornes inférieure et supérieure de u sur w. Puisque u =< const 
8B’ < f. Formons une suite u,, décroissante et tendant vers u, de fonctions 
sousharmoniques sur w et douées de dérivées secondes continues. On peut, en 
négligeant les termes jusqu’A un certain rang, Supposer que u, < B (puisque 
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Comme application : si u > 0O est sousharmonique, wu? 
(@ > 4) lest aussi; si wu est harmonique, |u|? (@ > 1) est sous- 


harmonique (‘); toute fonction convexe de log Ate = OM > 0) 
‘ 


est sousharmonique de M; ex. : ¢ et ea 
5. — Renvoyant au travail de F. Riesz pour la représenta- 


tion des fonctions sousharmoniques par des potentiels, nous 
en extrayons les notions auxiliaires suivantes dont nous aurons 
besoin. 


La meilleure majorante harmonique ®. — Considérons un 
domaine borné , du type de Dirichlet, complétement intérieur 
au domaine © de la fonction sousharmonique wu et, sur la fron- 
tiére de » une suite décroissante de distributions continues w, 
tendant vers u. Soit h, la fonction harmonique sur , prenant 
ces valeurs frontiéres; ha > u; sur », h, tend en décroissant 
vers une fonction harmonique h > u; h est indépendant de 
la suite wa. F. Riesz l’appelle la meilleure majorante harmo- 
nique de u sur »; elle est au plus égale A toute fonction har- 
monique sur » et prenant sur la frontiére des valeurs en distri- 
bution continue > wu, et au plus égale a la limite de toute 
suite décroissante de telles fonctions. En particulier si » est 
un cercle, la meilleure majorante harmonique est l’intégrale 
de Poisson correspondant aux valeurs de wu sur la circonférence. 

Si » n’est pas nécessairement du type de Dirichlet, ce qui 
précéde subsisterait en considérant les fonctions harmoniques 
seulement attachées A la distribution-frontiére au sens de 
Wiener. 

Une fonction sousharmonique sur un domaine © n’admet 
pas toujours de majorante harmonique sur ce domaine, c’est- 
a-dire de fonction harmonique partout au moins égale. On 
en verra des exemples, mais s'il existe une telle majorante il 
en existe une inférieure ou égale 4 toutes, dite plus petite majo- 


u < fp’ < B); p étant fixe, f,(u,) est sousharmonique et décroissante; elle tend 
vers f,(u), qui est donc sousharmonique sur w; quand Pp tend vers -+ &, 
f,(u) tend uniformément vers f(u), qui est donc sousharmonique. ’ ah 
(1) Si u est harmonique (méme complexe), |u| est sousharmonique, d’ou 
la conclusion établie autrement par F. Riesz, Acta Szeged, I, p. 31. 
(2) Voir F. Riesz, Acta math., 48, p. 333-334. 


BRELOT. 
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rante harmonique. Il suffit, pour le voir, de considérer une 
suite de domaines » embottés, complétement intérieurs au 
domaine donné et tendant vers ce domaine; la meilleure majo- 
rante harmonique de ©, tend en croissant, suivant qu’il existe 
ou non de majorante harmonique pour ©, vers une fonction 
harmonique (qui sera la plus petite majorante harmonique) ou 
vers -- ©, 

Il n’est pas démontré que la meilleure majorante harmoni- 
que pour » complétement intérieur 4 © coincide, en général, 
avec la plus petite majorante harmonique pour ». Mais c’est 
au moins vrai dans certains cas particuliers, par exemple lors- 
que » est limité par un nombre fini de circonférences sans 
points communs “!), 


Les flux généralisés & travers une courbe de Jordan @). — Le 





flux i ae ds & travers la courbe de Jordan I tracée sur 2 
1 ny; , 


n’a de sens que moyennant des hypothéses supplémentaires 
sur [’ et sur u. F. Riesz définit dans le cas général deux flux 
généralisés constituant une extension du précédent, 
Considérons, tracées sur 2, trois courbes de Jordan I’, I, 1; 
chacune intérieure (sens strict) & la suivante et l’anneau (I,, 
D;) étant entiérement dans ©. Soient hy., hy.3, hes, les meil- 
leures  majorantes harmoniques correspondant aux _ trois 


(1) Comme je n’ai rencontré cette proposition nulle part, j’en indique brid- 
vement une démonstration : Voici d’abord comme lemme un théoréme qui se 
démontre par les formules de Green et que F. Riesz a indiqué pour un domaine 
simplement connexe. 

Soit sur © le domaine de Dirichlet 8 ow 1’on choisit un point fixe P; consi- 
dérons les domaines (de Dirichlet) 8, définis par G(M, P) >A>0. 

Soit h,(M) la meilleure majorante harmonique de u sur 8); ce qui nous ser- 
vira de lemme est uqe h)(P) est fonction convexe, done continue, de A; et 
encore suffirait-il que ce soit vrai pour un intervalle de A tel que les 8, soient 
limités par un nombre constant de courbes de Jordan sans points communs, 
réguliers et analytiques en chaque point. 

Soit alors G(M, P) la fonction de Green du domaine o considéré; prolon- 
geons-la analytiquement au travers des circonférences limitantes, et soit 8 le 
domaine G, > — e (e assez petit > 0) et G. = G, +e la fonction de Green 
de 6. Si A)\(M) est la meilleure majorante harmonique du domaine G, >A 
h)(P) est continue de A au voisinage de A — e. ; 

Or, quand A tend vers ¢ en décroissant h,)(M) tend vers la plus petite majo- 
‘ante harmonique de u sur le domaine w, soit h’(M). Done : h(P) = h,(P) 

Puisque h(M) < h.(M) sur o, il s’ensuit aisément : h’(M) = h.(M). i 


(2) Voir F. Riesz, Acta Szeged, 2, p. 99, et Acta math., 48, p. 340. 
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anneaux; pour chacune considérons le flux vers |’intérieur 


dh 
ina ds 4 travers une courbe de Jordan, par exemple a 
tangente continue, faisant le tour de l’anneau correspondant 


sur lequel elle est tracée. On définit ainsi les flux : 


n; rr fe 
Pot yL Po a 


1 2 1” 


“te 8 
2! D, 
Vindice n rappelant qu’on a orienté vers |’intérieur la nor- 
male de la courbe auxiliaire. 


F. Riesz démontre trés simplement que (!) : 


n; n; nN; 
1 Bs Ka a CAM al 
r,7r ri i 


2 1? 3 
Prenons alors une courbe de Jordan VT tracée sur ©; soit IY” 
ny 
ae 
pour toute suite de courbes I” tendant vers T° (la distance de 


x 


tout point de |’ a I” tendant uniformément vers zéro), ce flux 
tend vers une limite finie, indépendante de la suite des I’, 


analogue, intérieure et voisine, et considérons le flux I 


: P ; ni; 
soit le flux généralisé = 
i 
L’indice i de I’ rappelle que 1’ est approchée par I” intérieu- 
rement, l’indice n; que le flux pour la couronne a été défini 
avec une normale intérieure. 
En prenant une courbe voisine contenant I’, on définirait de 


nj z 
méme un second flux généralisé ed également fini. Avec des 


e 


: ae n n 
normales extérieures, on définirait ee et o respectivement 


e€ 


opposés aux flux généralisés précédents. 
Observons essentiellement que 


et que, si 1” est intérieure a I : 
n; 


Beet eo < D 
$e, T, rer (IY), “(”); 


nj 
ra) 
ify 


e 





(1) Ce n’est qu’une extension du théoréme fondamental de convexité dont 
il a été question dans l’introduction. Voir F. Riesz, Acta math., 48, p. 340. 
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la , he la ny; nj 
Il resterait & voir que les flux généralisés 2, } if , sont 
e 
inai te. 
égaux au flux ordinaire —— ds lorsque celui-ci exis 
EES 


en est bien ainsi “) au moins dans le cas trés général ot u 
admet des dérivées premiéres continues, I’ étant formée d'un 
nombre fini d’arcs 4 tangente continue. 


(14) F. Riesz ayant négligé ce point, j’indique ici une démonstration du 
cas proposé dans le texte. 

Supposons d’abord qu’il y ait un Aw (généralisé) continu et tracons a l’inté- 
rieur de I’ une courbe voisine I” & tangente continue héldérienne. La fonction 
harmonique h dans la couronne, égale & u sur I’ et IY admet alors une dérivée 
normale continue le long de IY. Or : 


dh du 
— aa d : — Roe 
: eae ie sat ies bs Iv 4 ‘ 
Lae hee fa d 
SR le alee dt = ia on ai he 


couronne 


dod : 


On en déduit : 


i hf i : % oe 
& D, ah dn, ds, de méme : sas > fr da ds 


La coincidence cherchée résulte alors de la relation générale du texte : 


n; nj 
ar < Pir 

Dans le cas plus général proposé, tragons I” convenablement formée 
& l’aide des ares paralldles & ceux de IT, a la distance (intérieure) e. Par 
médiation sur uw (V. n° 3), on forme u, sousharmonique (possédant un A con- 
tinu) tendant en décroissant vers uw. Soient, sur la couronne, h, et h harmoni- 
ques, égales sur les contours A u, et u respectivement. Le flux ae h, est compris 


entre 
d 
Wits: — ds et ib Un ds 
Iv dn, 


parce qu’il est compris entre les flux généralisés qui coincident avec les flux 





Ae Per . n 
ordinaires. A la limite, on voit que In [Tv est compris entre 


d 
Je —ds et ne ak ds. 


Il en résulte (« > 0) - 


n d 
a = Headed ds, 
i T dn; 
on aurait de méme - 
n d 
® + _ ds 
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§ lll. — Sur les singularités des fonctions harmoniques (1). 


4. — Considérons la fonction u har monique au voisinage du 
potnt O, ce point exclu. On connait son développement ©) : 


+ 00 
u(M) = fet. harm. en O + o log aoa » Yn 
are 


(OM = r; y= A, cos ng + B sin ng; 
¢ = angle polaire de OM; A,, B,, const.) 
ef les propriétés fondamentales qui s’y rattachent 
a) Si u est bornée en module, les a et ¥, sont nuls, c’est- 
a-dire que u est harmonique en O (on peut la définir en O pour 
qu'elle y soit harmonique); 
b) Si wu est bornée dans un sens, ou plus généralement si : 


1 2 1 
u < K log > ou bien: u2>K log oa (K = const.) 
alors les ¥, sont nuls et : 


{ 
u = fet. harm. en O + a log ee, 


c) Si 


K ; 
u<—— ou bien : 
TP 





(m > 0) 


les ¥, d’indice n > p sont tous nuls ®), 

On peut aller plus loin. Désignons par JN,¢(M) la moyenne 
d’une fonction ¢(M) sur la circonférence y, de centre O et 
rayon r. On déduit du développement de wu : 


| 
IN ,u = const + a log = 


j,2 
IN (uy,) = fonction de r bornée +- J, 7 


(1) Voir sur ce sujet un article historique et bibliographique dans les Sitzungs- 
berichte der Berliner Math. Ges. (1932). 
(2) Dans l’espace & 3 dimensions par exemple ce serait : 





u(M) = fet. harm. en 0 + a ie: revi 


(OM =r, Y, fonction de Laplace sur la lh pea unité.) 


(3) Alors que (a) et (b) s’étendent immédiatement & l’espace, il faut pour cet 
énoncé (c) remplacer la condition u > y relative aux ¥, par la conditior 
n+1i> 4 relative aux Y,. 
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Les propriétés énoncées en résultent aisément. 


, que 


Plus généralement, supposons, en posant ut te 


Mut < < (un > 0) W. 


La premiére égalité montre que : 





M,lul< 


re 

et la seconde entraine alors ¥, = 0 pour n > ph, 
Soulignons que la condition : r*JM%,ut borné, entraine 

mN,|u| borné, d’ot l’équivalence de ces conditions. 


2. Ensemble de capacité nuiie@). — Rappelons qu'un 
ensemble borné fermé E de capacité nulle est nécessairement 
de mesure nulle, ne peut partager un domaine en deux autres 
et que toute section par une droite ou une circonférence est 
de mesure nulle sur cette courbe. Sa propriété caractéristique 
est que toute fonction harmonique bornée définie au voisinage 
d’un point O de KH, et, a l’extérieur de E, peut étre prolongée 
de facon a devenir harmonique sur le voisinage complet de O. 

Soit 7 un ensemble fermé contenant E et wu la solution du 
probléme de Dirichlet généralisé pour le domaine s’étendant 
d'une grande circonférence y (contenant 7) jusqu’A 7, avec 
la valeur 0 sur y et 1 sur 4. Si 7 varie dans une suite emboitée 
”» > E (y étant d’ailleurs nécessairement d’extérieur con- 
nexe a partir d’un certain rang), u > 0. 


(1) Dans l’espace 4 3 dimensions, on supposera » > 1 et on remplacera la 
condition n > » relative aux y, par la condition n +1 > p pour les Y, qui 
doivent s’annuler. 

(2) Voir plus spécialement l'article précité du Jahresbericht, 1932 ou de Mathe- 
matica, 19383. 


CHAPITRE I 


LES FONCTIONS SOUSHARMONIQUES AU VOISINAGE 
D'UN POINT 0 SINGULIER 0U NON 


§ |. — Valeurs moyennes en 0. — Le flux en 0). 


4. — On considérera, dans les conditions les plus générales, 
une fonction u(M) définie et sousharmonique au voisinage d'un 
point O, ce point exclu. Nous allons établir des propriétés 
générales de l’allure de wu au point O. 

Un lemme fondamental pour toute cette étude est le théo- 
réme suivant di a F. Riesz, et qui s’applique d’ailleurs 4 une 
couronne quelconque au lieu d’un cercle pointé. 


La valeur moyenne IN,u est fonction convexe de log ss ak 
Cela résulfe aisément de ce qu'elle est linéaire dans le cas 
harmonique. On songera constamment & la courbe représenta- 
tive Wu = f(t) |: = log —| et l’on va voir comment, |’inter- 
prétation en fonction de uw de divers éléments de cette courbe 
(ordonnée, rayon vecteur, direction asymtotique, corde, demi- 


tangente) transforme des propriétés simples des fonctions con- 
vexes en propriétés remarquables de l’allure de uw. 


2. — Premiéres applications. — Posons : 





1 
OM 

a) Quand r (assez petit) tend vers 0 (en décroissant), Iu 
tend (en croissant) vers + % ou (en décroissant) vers une 


u (M) = A(M) log 


—————— 


(1) Voir F. Riesz, Acta Szeged, 1, p. 29, et Acta math., 48, p. 338. 
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limite finie ow vers — %. On notera la limite N,u ou um (O} 


(valeur moyenne en Q). 





b) Dans les mémes conditions siless ou INA tend (en 
ane 
croissant ou en décroissant) vers une limite finie ou vers + X, 
soit JM,A ou An(O). 
c) Si Um(O) = + o%, An(O) > O (et non nul)“. 


3. — Soit ,9(M) la borne supérieure d’une fonction ¢(M) 
sur y,. On a vu (p. 15) que pomu est une fonction sousharmoni- 
que de M. 


: a 
Donc p,u est fonction convexe de log — 2 


Conséquences : a) Quand r (assez petit) — 0 (en décrois- 
sant), »,w tend (en croissant) vers + oo ou (en décroissant) 
vers une limite finie ou vers — XX. 

La limite »,u est d’ailleurs la plus grande limite u(O) de u 
en O. 

b) Dans les mémes conditions, »,A tend (en croissant ou 
décroissant) vers une limite finie ou égale A + , soit p,A, 
égale A la plus grande limite A(O) de A en O. 

c) Si u(0) = + ~, AO) > 0. 


4. — Introduisons les fonctions : 
uf + | 
u (M) = ek > 0, d (M) = a S-(); 
Cn Ain 
“i. 
u<u< ful ; 





u(M)= A(M) log 

u (M) = 1) log 
Ye ee ee OM 

; + : + + 
La fonction u(M) > 0 est sousharmonique; donc u ef A 


jourssent des propriétés énoncées précédemment pour u et X. 


(1) Ajoutons encore que si A,,(O) est fini, IT t — Aw(O) log ns décroit vers 
. * . 
une limite finie ou vers — oo quand r décroit a 0 (ordonnée & Vorigine Ga 
asymptote). 

(2) Ce théoréme de convexité pour une couronne peut étre aussi établi par 
le méme raisonnement qu’a donné Walther pour démontrer la proposition dans 
le cas harmonique (Math. Zeits., 11 (1921), p. 128). Voir aussi Polya et Szegé 
Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis, 1, p. 148 et 322, proposition n° 320. 
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Conséquences : Observons que |u| = ou — A 8 Hr — r, 
et que si JI,w ou IMA tend vers +- o, il en est de méme de 
M,|u} ou M,|A]. Par suite, quand r >» 0, IN,|u] et IN, |A| 
ont des limites, finies ou non, soit M,|u| et IN,|Al. 

Plus généralement on peut introduire Venveloppe  supé- 
rieure Ux de u et d’une constante quelconque K : 


u + K + |u — K| 
2 


U, = 


> K. 


f 
Ux = Ax log OM est sousharmonique. 
On en déduit que IN,|u — Kj} a une limite pour r > 0. 


Observons aussi que : 


NU. = Iu 6K 


(—1<6<€ 1) 
IN Ax = Mr 


mt 
en sorte que JN,Ux et OM,u d’une part, IN,Ax et oft d'autre 
part, sont simultanément finis ou non. 


5. Le flux en 0. — Considérons deux circonférences y,, y;’ 
de centre O et reportons-nous aux notations concernant la 
meilleure majorante harmonique et les flux généralisés (chap. I, 
§ II, n° 5). F. Riesz“) a donné une formule qui fournit une 


(1) Acta math., 48, p. 340. Voici briévement une démonstration : 
Soit sur y, et y,, la suite décroissante w, de fonctions continues tendant 
vers u et h, la fonction harmonique correspondante sur la couronne, tendant 


vers la meilleure majorante harmonique h. J]7,h, étant linéaire en log 


pos Aw d Un 
IN Wa ah re Wy va IDNUphn #2 le fre. ae | (r Ipl ") 
1 | <7 / 0 





1 I { 
log — — log — dior == d log — 
r , P P 
Done : 
{ dh,, { 2 dh,(p,@) 
fa fas: note neat P Fit 
d 1 2n — ’w 
— ——___ — |{ h,do = TMrtn — Mr Wn 
Foe ne pa Calg Ea 
log P oi a na 


Le passage 4 la limite sur les termes extrémes donne le résultat cherché. 

La méme démonstration conduit a l’énoncé plus général suivant : Soient 
sur y, et y,, des suites décroissantes de fonctions continues Ww, tendant vers 
les fonctions 9, et 9,, sommables; la fonction harmonique h, sur la couronne 
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interprétation remarquable de la pente d’une corde dans la 


‘ dn nat 
représentation graphique de Jli,w en fonction de log Fe C’est : 


1 eh a IN,u — IN, -u 
Oi ere ies Vi 1 ins 
ay log a —_ log ie 


. . . nN; 4 S 
d’ot résulte, en particulier, que I’. > 27A,,(0) lorsque, 
r é6tant fixe, 7” > 0. 

I] s’ensuit, d’autre part, une interprétation des demi-lan- 
gentes. En effet, si 7 > r par valeurs inférieures, les deux 


ae 


yy, eb vers la 


membres tendent respectivement vers = 
J ; 1 
dérivée A droite p, de IN,u fonction de log a 
a oe n; ‘ P n; - 
Ains! : Po), = 2rp,, et, de méme : Do). = 2p. 


+ a? . 
Quand r > 0, p, et p, tendent vers ym(O), pente de la direc- 
tion asymptotique de la courbe représentative. Donec, quand 
r > 0 (en décroissant), les flux généralisés relatifs a y, 


nj; nj 
Py), et P (Ye 


tendent vers 27A,,(O) (en croissant). 

Considérons maintenant une suite quelconque de courbes de 
Jordan VU, entourant O et tendant vers O (la distance de O a I, 
tendant vers 0). En comparant avec une suite de circonfé- 


rences y,, oll % ~~ 0, on démontrera, grace aux relations entre 


a La 4 4 rf » A Ld * n; n; 
les flux généralisés de courbes emboitées, que Pj: et Pr), 
tendent aussi vers 27A,,(O). 


La quantité 27A,(O) sera donc naturellement appelée le flux 
en O de la fonction u, soit Po, d’ailleurs fini ou égal a + oo. 


prenant Jes valeurs frontiéres w, tend vers une fonction harmonique h dont 
le flux (n;) pour une circulation autour de 0, divisé par 27 est égal a : 


IMrer ion. IM, 


1 1 
log rata log a 


I] suffit de voir que h, ne tend pas partout vers — O, ce qui résulte de la 


formule : 
1 dG(M, P) 
h M =_—_ th Ww , 
al ) 2m unesens dn; ds,,. 
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Ainsi A,,(O) prend une nouvelle signification résumée dans la 
formule ®o = 2zA,,(O). 
L’interprétation de l’asymptote de la courbe 


Mu =f (10g =) 


peut fournir divers résultats. On trouve, par exemple, que si 
cette asymptote est 4 distance finie, 


n; \ { 
(o ®,) log re; > () avec r. 


(y,)e ou i 


n, OU Nn, 


En particulier, si tm ni = 
particulier, st Um(O) est fini, Po = 0 et les flux Dye any 


tendent vers zéro plus vite que 





log = 


D’ailleurs, soulignons que, inversement, si ®, = 0,: 
Un(O) FH + %. 


6. Gas particulier de u fonction de r seul. — C’est le cas de u 


1 ; : 
fonction convexe quelconque de log —. Disons pour l’essen- 
i 


tiel que wu, A, |u|, |A! ont des limites déterminées quand M > O 


a. - 
et que r (+) et r (=) tendent vers — 2A,(O) pour 


r—~> 0. 


Ajoutons que, dans ce cas particulier, on forme aisément 
un exemple ot ®o = A,.(O) = 0, tandis que un(O) = — ow. 


§ Il. — Cas de u bornée supérieurement ou sousharmonique en 0. 
Extension au voisinage d'un ensemble fermé de capacité nulle. 


4. — Supposons maintenant que u soit bornée supérieure- 
ment au voisinage de O. Nous allons voir qu’il est possible, et 
d’une seule maniére, de définir u en O de fagon qu’elle y soit 
sousharmonique, c’est-a-dire qu'elle soit sousharmonique sur 
le voisinage de O, ce point inclus, la valeur 4 prendre en O 
étant d’ailleurs nécessairement la valeur commune de uO) 
(O exclu) et um(O), qui sont alors égales. 
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2. — Lemme. — Iz étant l’intégrale de Poisson relative aux 
valeurs de u sur la circonférence yr (centre O, rayon R, domaine 
intérieur og), on a sur le domaine (wr — QO) : 


u << Ir 


Il suffit de constater la méme inégalité avec l’intégrale de 
Poisson Ip” relative A une distribution continue w > wu. On peut 
méme supposer que u et w < 0. Alors en M de (on — O), on 
aura, p étant assez petit et G,(M,P) désignant la fonction de 
Green de la couronne (yr, ¥) : 
u(M)< =f w (P) a dsp 


YR 





puisque wu < 0 le long de yp. 
Quand p décroit 40, Gp croit et tend vers la fonction de Green 


ee ‘ oe dG 
G de yr, tandis que {>— ys tend en croissant vers an 


? 
dn; Yn 


d’ou, a la limite : 
u(M) < I}. 


On donnera plus loin une autre démonstration dans un cas 
plus général. 


Corollaire I. — La valeur Ik(O) de Iz au centre O, c’est-a- 
dire OMgu, décroit quand R décroit 4 0. On retrouve ainsi la 
propriété d’existence de wu,(O). D’ailleurs, la propriété de 
décroissance précédente, donnée par F. Riesz dans l’hypothése 
que « est sousharmonique méme en QO, résulte aussité6t, dans 
notre hypothése a priora plus générale, du théoréme fonda- 
mental de convenité. 


Corollaire Il. — La signification méme de un(O) exige : 


tm(O) < u(O) (plus grande limite en O, ce point exclu). 
Le lemme précédent entraine : 


uO) < 1,(0) = Mau, 
donc : 
uO) < u,,(0). 


Par suite : 


_————— 


u(O) = u,,(0). 
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3. — Pour que la valeur u, a attribuer A u en O réponde a la 
question initiale, il faut et suffit, d’apras les critéres connus 
de sousharmonicité, que : 

1° u, soit fini ou égal 4 — ow; 

2° u, soit borne supérieure de u en O (ce point inclus); 

3° uy < MMnu quel que soit R, c’est-d-dire uy < Um(Q). 

La seconde condition exige u, > u(O); done, d’aprés la troi- 
siéme : u, == u,(O) —= UO), 


6t l’on constate que cette valeur unique remplit les 3 conditions. 


4, — La notion de quasi-limite. — Soit 9(M) une fonction quel- 
conque finie ou non, définie au voisinage d’un point O, ce point 
exclu. On dira qu’elle admet en O une quasi-limite égale A Q 
(fini ou non) s’il est possible de supprimer de chaque circon- 
férence y, de centre O un ensemble de points de mesure angu- 
laire tendant vers 0 avec r, de sorte que, sur le voisinage 
restant, oM) tende réguli¢rement vers Q quand M — O. Si ¢ est 
finie et continue hors de O et admet en O une quasi-limite finie, 
on dira, en accord avec une définition antérieurement don- 
née (), que ¢ est quast-continue en O. 

Lorsque ¢ est sommable sur les circonférences y, et que 
M,¢ tend pour r > 0 vers une limite finie ¢n(O) égale A (0), 
on démontre ® que ¢n(O) est quasi-limite de ¢ en 0 ®). 

D’aprés cela : une fonction sousharmonique u admet en 
chaque point O de son domaine une quasi-limite et une valeur 
moyenne qui lui sont égales, et d’ailleurs égales a sa borne 
supérieure en ce point et méme & sa plus grande limite en O 
(O exclu) : 

u(O) (fini ou — oo) = quasi-limite en O = u,,(0) = u(O), O exclu 


= borne sup. en O *). 
alors 


ou bien il y a une limite déterminée quand M > 0, et 
c’est u(O), 

ou bien, il n’y ena pas, méme si M > O en restant + O 
(discontinuité essentielle). 


(1) Voir thése, loc. cit., p. 49, ou Annales de I’Ecole normale, 1931, p. 20. 

(2) La démonstration donnée dans ma thése dans des conditions moins géné- 
rales et a propos de la quasi-continuité s’applique encore. 

(3) De méme, en remplacant oO) par AO). 

(4) Si u,,(0) = — oo, UM) tend réguligrement vers — ©o quand M ~> O 
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5. — Occupons-nous maintenant de l’allure de A en O. 


Lemme. — Avec les mémes notations que dans le lemme 
précédent (n° 2), on a sur (wp — QO). 
u(M)< A_ (QO) log ea Te | Fee 
ns OM 
ot le second membre est d’ailleurs la plus petite majorante 
harmonique de u sur (wr — QO). 

Considérons en effet la couronne yz, y, (r > 0) et sur elle 
la meilleure majorante harmonique h, (bornée supérieurement 
comme u) et qui est aussi la plus. petite majorante harmonique 
sur cette couronne (voir p. 48). Quand r décroit 4 0, h, tend en 
croissant vers une fonction harmonique h qui sera la plus petite 
majorante harmonique sur (oz — OQ) et le flux de h en O sera la 


limite du flux i : de h, autour de O, c’est-a-dire justement 
» Yr 
le flux de u en O. Comme h est bornée supérieurement comme u : 


1 
h = X,, (Q) log OM + fet. harm. dans wz. 


ou : R 
h = X,, (O) log ani -+- 6(M) harmonique méme en Q. 


I] s’agit de voir que 6 = Ix. Or @ est dans (wn — 0) la plus 


petite majorante harmonique de w = u — A,,(0) log aa qui 


est sousharmonique, bornée supérieurement et prend les valeurs 
de wu sur yr. Done d’aprés le lemme du n° 2 : 


0 < Tk. 


Mais 6 est harmonique méme en 0; comme elle est majorante 
au voisinage : 
6(0) > w(0); = w,,(0); 


elle est donc majorante harmonique, sur tout le domaine WR, 
de w considérée comme sousharmonique méme en 0. Et puis- 
que la plus petite majorante harmonique de cette fonction w 
dans wg est, comme on sait, Ip (voir pp. 17-48), on aura : 
6 > Ik. 

D’ot résulte bien : 6 = Ik. 
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Conséquences. —. AO) = X,(O) fini; et A(M) admet en O une 
quasi-limite égale a cette valeur commune. 


6. Gas de wu définie et bornée supérieurement au voisinage 
d'un ensemble borné fermé E de capacité nulle. 


Soit O un point de E, et supposons u sousharmonique, bornée 
supérieurement, définie au voisinage de O sur l’extérieur de E. 
Comme dans le cas particulier ot E se réduit au seul point O, 
il est possible et d’une seule fagon de prolonger u sur E au 
votsinage de O de facgon que u soit sousharmonique sur le voi- 
sinage complet; et la valeur & prendre en chaque point P de E 
est la plus grande limite uP) en ce point de u considérée sur 
lextérieur de E. 

On pourrait procéder d’une facon paralléle A la méthode 
employée dans le cas d’un point unique. Plus briévement, 
observons d’abord la non-multiplicité a priori du prolonge- 
ment; sil est possible, la valeur en chaque point de E est en 
elfet la valeur moyenne en ce point, et celle-ci ne dépend que 
des valeurs primitives de wu puisque c’est la limite d’une valeur 
moyenne sur une circonférence dont la section par E est de 
mesure nulle. Montrons alors que la fonction wu prolongée par 


les valeurs uP) sur E est sousharmonique sur le voisinage 
complet de 0. On voit d’abord aisément que les trois premieres 
conditions de sousharmonicité sont remplies. Quant A la der- 
niére, considérons un domaine » quelconque sur le voisinage 
de 0; soit H harmonique sur » et prenant sur la frontiére des 
valeurs déterminées en distribution continue et au moins égale 
i u prolongée. Montrons que H est une majorante harmonique 
de cette fonction u prolongée. 

‘Soit 6, une suite d’ensembles fermés constitués par des qua- 
drillages emboités, tendant vers E, qui leur est complétement 
intérieur; soit 2, le domaine que constitue, pour n assez grand, 
la portion extérieure a 8, d’un grand cercle [’ contenant E, 
o, la portion de » extérieure a 4, et w’ la portion de » extérieure 
a E. Soit » < 0 une limite inférieure de H, et A > O une limite 
supérieure de u, enfin wa > 0, la solution du probléme de 
Dirichlet pour ©,, la valeur 0 sur I‘ et la valeur A — + sur le 
bord du quadrillage 8,. Il est visible que H + wz, est au moins | 
égale & u a la frontiére du domaine », qui est complétement ° 
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intérieur a la région de sousharmonicité de la fonction u don- 
née; donc :H + wn > u sur o,, et comme wn > 0 (voir p. 22) 
en tout point de o’, H > wu sur o’ “@). Tl s’ensuit aussitét la 
méme inégalité sur » avec la fonction u prolongée. 


§ lil. — Les majorantes harmoniques au voisinage de 
dans le cas général. Les deux cas iondamentaux. 


A. — Critére d’existence d’une majorante harmonique. 


4. — Reprenons dans le cas le plus général la fonction sous- 
harmonique wu au voisinage du point O, ce point unique exclu. 
Remarquons d’abord que s'il existe pour uw une majorante 
harmonique sur un voisinage de O, il en existe une pour tout 
voisinage (dont la frontiére, sauf O, appartient au domaine 
d’existence de u); c’est ce qui résulte d’une application conve- 
nable de la méthode alternée @), et l'on voit méme que la 
nouvelle majorante harmonique ainsi obtenue ne différe de la 
premiére sur la partie commune aux deux voisinages que d'une 
fonction harmonique méme en O. I n’y a donc pas lieu, quant 
a l’existence d’une majorante harmonique au voisinage de O, 
de préciser ce voisinage. 


2. — Il n’existe pas toujours de majorante harmonique; 
une condition nécessaire et suffisante d’existence est que 


® ier 
Am(O) = ae sovt fint. 
7 
Considérons, en effet, deux circonférences yz fixe et Cy 


a Vu que ti ms tend vers 27\,,(0) quand r ~ 00). D’autre 


(1) Cela fournit une autre démonstration pour le lemme du n° 2. 

(2) On tracera deux: circonférences assez petites de centre 0 et on opérera 
sur l’intérieur de la plus grande & partir de la Majorante connue et sur l’exté- 
rieur de la plus petite dans le second voisinage considéré, & la frontiére duquel 
voisinage (0 excepté) on se donnera une distribution continue au moins égale a u. 

(3) Voir plus haut p. 26. Voici une proposition du méme genre beaucoup 
plus générale : soit » un domaine-voisinage de 0, dont la frontiére, O exclu 
soit o, est tracée sur le voisinage ov wu est définie; soit w, un domaine analogue 
contenu dans w, de frontiére (moins 0) o, tracée sur w, enfin se réduisant A 0 
pour n oo (de diamétre — 0). On considire pour &, = o — (a, + ¢,) la 
meilleure majorante harmonique, ou bien encore la fonction harmonique obisnah 
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part, la meilleure majorante harmonique h, pour la couronne 
tend en croissant, quand r décroit a 0, vers une fonction harmo- 
nique h ou vers + © suivant qu'il existe ou non une majorante 
harmonique de wu au voisinage de 0. 


P n; wang ° : 
Dans le premier cas, le flux ly », & une limite finie (égale 


au flux en O de h), vu la convergence uniforme des dérivées; 
il suffira de voir que dans le second cas il tend vers + ox. 

Or, soit la constante K > wu sur yr; introduisons la fonction 
harmonique ¢, obtenue comme h,, mais en remplacant sur la 
circonférence yr la suite de distributions tendant vers u par 
la distribution constante K. Par passage & la limite dans la 
définition de h, et 9,, on voit que h, < ¢, et que le flux de ¢, est 


au plus égal a celui is o de h,. Il suffit donc “) de voir que 


ce flux, d’ailleurs égal a if of as, tend vers + oo quand 
R an; 
0. 
Considérons la circonférence yp fixe (p < R), et soit a, le 
minimum de ¢, sur yp : «4, tend vers + © quand r — 0. Dans 
la couronne (yr, yp), 9 est au moins égale a la fonction harmo- 


nique ¥, qui prend les valeurs K et o, sur les circonférences 


Yr et Yp: 
,—K 
o>, =A, log oe +B, avec A, = — 
OB a tae ie 


Le long de jz, 


Pannen tee eee eg riand. + ->2 0), 


dn; dn, R 


d’ot il résulte bien que le flux de ¢, tend vers + co quand 
r—> 0. 


de facon analogue en remplacant sur o la suite de distributions décroissantes 
vers u par une distribution continue fixe quelconque. Le flux de telles fonctions 
harmoniques correspondant & une circulation autour de O tend vers 2h m(O) 
quand n > -++ o, et ces fonctions harmoniques, comme dans le cas particulier 
du texte, tendent vers une fonction harmonique ou vers + © suivant que 


A,,(0) est fini ou non. 





K— Mu 
(1) D’ailleurs, le flux de ¢, est égal & 2 : > 2rh,,(0) pour 
eine? 0. log F — los —- 


BRELOT. 
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B. — Etude des majorantes harmoniques lorsqu’il en existe. 


3. — D’abord (voir n° 4) les plus petites majorantes harmo- 
niques pour deux voisinages de O ne différent que d’une fonc- 
tion harmonique en O. 

D’autre part, la meilleure majorante harmonique pour la 
couronne (yr, y-) est aussi la plus petite majorante harmonique 
sur cette couronne et tend, pour r — 0, vers la plus petite 
majorante harmonique sur |’intérieur (moins O) du cercle yr; 
celle-ci a donc pour flux 27A,,(O). 

Donec, sans qu’il y ait lieu de préciser le voisinage : 

1° La plus petite majorante harmonique a méme flux en O 
que wu; 

2° Les majorantes harmoniques dilférent des plus petites 
majorantes harmoniques d’une fonction de la forme : 


K log on ++ fet. harm, en O (k > 0), 


done ont en O un flux au moins égal a celui de uw. 


4. — Etudions le développement en série de la plus petite 
majorante harmonique h et ses cas de réduction, Nous allons 
voir comment des limitations en moyenne sur wu ou |u| entrai- 
nent des limitations ordinaires pour u. Ecrivons le développe- 
ment de h (Voir chap. I, § TI) : 

+2 


; 1 (1) 
h(M)= fel. harm. en © + Ay(O) «log — + » 
1 n 


4/= 


Pour que ce développement de h se réduise & un nombre 
fini de termes, il faut et suffit que, pour un certain nombre 


+ . Pa > . . 
« > 0, rN, soit borné @). Lorsqu’il en est ainsi, tous les Vn 


(1) Dans l’espace & 3 dimensions wu serait : 
(eae 
h(M) = fet. harm. en 0 + Ag(O) .—~ + és 7g 
, 


niTRts 
(2) D’aprés § I, n° 4 : 
+ 
N4 — N,Ux|<|K| 


quel que soit K, d’od une condition équivalente & celle de l’énoncé en rem- 
placant Iu par INU. 
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d’indice n < pm sont nuls (), et, par suite : 


; A ; 
ger? | uUu< = (A > 0; p partie entidre de Ht) 
Ja ee | u< 4, (O) log +- const ©. 
[ 


Posons, en effet : uM) = h(M) +- o(M), ot o(M) est sous- 
harmonique, < 0 et de flux nul en 0. 
On constatera, en examinant les divers cas, que l’on a tou- 





JOUR a 
h<u—o, d’ou, puisque : ae > 0 
log — 
rT 


reON,h < ren €, 
pour r assez petit. 
Il suffit alors d’appliquer une proposition donnée plus haut 
sur les fonctions harmoniques (voir p. 22). 
Observons d’ailleurs que, sans aucune hypothése sur u, la 


wae rs 2 , a 
condition que r“ON,w soit borné entraine ®) celle que mT ,|u! 


le soit; il y a done équivalence entre ces conditions “. 
ON ,u 





+ 
Cela résulte aisément de |u| = 2u — u et de ce que 


ee. log — 
est borné inférieurement. ape 


C. — Etude du cas ou les“) majorantes harmoniques sont 


de la forme : { 
K log OM ++ fet. harm. en O. 


c’est-a-dire ot A est bornée supérieurement. 


9. — Pour que u admette une majorante harmonique de cette 
forme, il faut et suffit que IWL,A+ soit fini; et, s'il en est ainsi, 


(1) Dans l’espace & 3 dimensions, il faudra lire : les Y, d’indice n tels que 


n+ 1> » sont nuls. 
(2) Dans le cas de l’espace & 3 dimensions, on lira, plus simplement : la 


+ A P : 

condition : rxJ](,u borné, entraine u < ry ou p est la partie entiére de p. 
(8) Dans le cas de l’espace 4 3 dimensions, il faut supposer p > 1. 

(4) Un crittre équivalent s’obtiendrait encore en remplacant J]7U,|u| par 


IN |u _ K|. 


(5) D’aprés le n° 3, s'il y en @ une de ertte forme, elles sont toutes de 
cette forme. 
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ce qui entraine que An(O) soit fini, la plus petite majorante 
harmonique sur l’intérieur moins O du cercle yr est : 


R 
A,, (O) log OM + Ip, 


In étant Vintégrale de Poisson correspondant aux valeurs de u 
sur la circonférence yr. 

D’ailleurs, la condition que IN,A* soit fini entraine celle que 
IN, |A| soit fini et lui est done équivalente. 

La premiére partie de l’énoncé résulte de ce qui précéde; la 
derniére partie sur l’équivalence des conditions vient de : 
|A| == 2QA+ — d et de ce que JN,A ~ — NW. 

Quant a la plus petite majorante harmonique, elle est de la 


forme 4,,(0O) log aT + fect harm, en O. Donc : 


R 
u — A,,(O) log OM v 
qui est sousharmonique est bornée supérieurement et a un 
flux nul en O. On sait alors (voir p. 30) que la plus petite majo- 
rante harmonique de v sur |’intérieur de yg moins O est |’inté- 
grale de Poisson pour les valeurs de » sur yr, c’est-d-dire jus- 
tement Ip, et le théoréme s’ensuit. 


6. — Du théoréme précédent résultent les critéres suivants, 
nécessaires et suffisants : 


Critére pour que A(M) soit bornée supérieurement : 
+ 
IT A= IN, Ax) fini ou IN, |A| fini 


Critére pour que u(M) soit bornée supérieurement : 


+ + 
JIG A= ithe) — 0, ou: JW,ufini®, (ou IN,Ux fini) 


(1) Voici une démonstration directe de ce critére : Si h(M) est la meilleure 


majorante harmonique dans la couronne I',(ypg, y,)(r > 0); on a en Mo HO; 
G, étant de la fonction de Green de TI, : 


; 4 dG,(M, M.) Wee dG;(M, M,) 
u (M,) <h (M,) as on ae (M) i; ds, -+- De u (M) Medhest bets 22) 5 in ds 
Tr 
d’ou, si G est la fonction de Green de yp et g, Je maximum de Na ta 
d 
le long de y, : . 


4 + dG(M, M.) + 
u (M,) < a Boy ie dsy + r.9,JT,u 


Le théoréme résuJte alors de ce que r.g, - 0 avec r, pour M, fixe. 
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7. — Dans la méme hypothése sur les majorantes harmo- 
niques, c’est-d-dire dans le cas général o& A(M) est bornée 
supérieurement, A et u ont des propriétés remarquables qui sont 
l’extension de celles déja rencontrées dans le cas plus parti- 
culier ot wu est bornée supérieurement. 

D’abord, d’aprés ce qui précéde : A(O0) = A,,(0) fini, de sorte 
que A admet en O une quasi-limite égale A cette valeur com- 
mune; et si uw est continue hors de O, A est quasi-continue en 0. 

De méme : u(0) = u,,(0) fini ou égal A + oO et uw admet tou- 
jours en O une quasi-limite égale a cette valeur commune (avec 
quasi-continuité si u est continue hors de O et si un(O) est 
finie). 

On l’a vu en effet dans le cas de wu bornée supérieurement; 
dans le cas contraire, u(0) = + o, donc (0) = A,(0) > 0 
(voir § I, n° 3) et u est de la forme : 








1 
X,, (O) log OM +v, ou v est de flux nul en O, 
donc, tel que : 
cH —> 0 quand r> 0 
log 7; 


Il s’ensuit que um(O) = -+ o; en outre, la propriété de v 
entraine que les points de la circonférence y, ou : 
Am(O) 1 
v<——— log — 
forment un ensemble de mesure angulaire tendant vers 0 avec r; 
par suite, wu admet + co comme quasi-limite en O. 


. — Les deux cas fondamentaux. 


8. — On soulignera l’essentiel des études précédentes en 
distinguant les deux cas fondamentaux suivants : 

Ou bien ®, est fini, c’est-a-dire qu'il existe des majorantes 
harmoniques. Alors u est égale 4 la somme d’une fonction 
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harmonique hors de O et d’une fonction sousharmonique méme 
en O; on peut méme faire en sorte que celle-ci ait un flux nul 


en O; 
Ou bien ®, = + ov, c’est-d-dire qu'il n’existe pas de majo- 


rantes harmoniques, cas qui resterait & approfondir. 


E. — Cas de u bornée inférieurement ou plus généralement 
: 1 2 
de hg | Oe K log OM + Ke 


9. — L’intérét de ce cas vient de ce que, s’il y a des majorantes 
harmoniques, elles admettent la limitation inférieure donnée 


pour u, donc sont de la forme K, log a + f. harm. en O. 
Donc, pour qu'il existe des majorantes harmoniques dans notre 
hypothése, il faut et suffit que |A| soit borné. 
De plus : 
ou bien ®, = + © (pas de majorantes harmoniques) et 
on peut se ramener au cas u > 0; 
ou bien ®, est fini et u est de la forme : 
The ¥ P, log ar -++ fct. w sousharmonique méme en O, 
w étant de flux nul en O (1) 
Pour que u soit bornée supérieurement, il faut et suffit donc 
que ®, = 0. 
Lorsque u est bornée inférieurement, énoncons les critéres 
suivants nécessaires et suffisants : 
Critére d’existence d’une majorante harmonique : 
dX bornée (supérieurement); 
Critére pour que A soit bornée (supérieurement) : 
A,,.(O) fini; 
Critére pour que u soit bornée (supérieurement) : 
Amt O} =="'0; ou QD sail) 
ou : u,,(O) fini. 


(1) Et d’ailleurs limitée inférieurement par : 
{ 


K o, . 
Qn ) tog UM + K 
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F. — Cas ot u admet hors de O un laplacien généralisé continu. 


10. — Dans ce cas u admet des dérivées premieres continues, 
et l’on sait que les formules de Green s’appliquent avec un 
tel Au d’ailleurs ici > 0. 

Observons d’abord de fagon plus générale, et comme cas 
particulier d'un théoréme de F. Riesz“), que si u admet sur 
un domaine borné 2} quelconque un Au > 0 continu, pour qu’il 
existe sur © une majorante harmonique, il faut et suffit que 
G(M,P)Au(M) soit sommable sur 2, G étant la fonction de 
Green généralisée @) de © relative 4 un point P fixé quelconque 
sur 2; et lorsqu’il en est ainsi : 


u (M) + aff G (M,P) Au (P) dop 
Wr Q 


est la plus petite majorante harmonique de wu sur ©. 

I] suffit pour le voir de prendre une suite de domaine de 
Dirichlet emboités ©, tendant vers 2 et de passer a la limite 
sur l’expression de la meilleure majorante harmonique dans ©, : 


ua +5—f'f G, (M,P) Au (P) dop. 
Qn om 


44. — Lorsqu’on considére le voisinage du point O, O exclu, 
on voit, d’aprés cela, que : Pour qu’il existe une majorante 
harmonique, c’est-a-dire pour que ®, soit fini, il faut et suffit 
que Au soit sommable au voisinage de 0; alors, 5 étant un 
voisinage et domaine contenant O, u est sur (6 — O) de la forme : 


ey aM -=ff log ey, (P)dop + fet. harm. hors de O, 
Qn F MP 


ou méme en introduisant la fonction de Green G(M, P) com- 
mune a 4 et a (6 — O) : 


(F’) u(M) = — —If G(M,P) Au(P)dop + h(P), 
Qn 3 


ot h est la plus petite majorante harmonique de u sur (6 — O). 
Remarquons que : 


1 1 fl ia Uy 
--/|f log MP Au(P) dop et eile ff, (M,P) Au(P) dop 


considérées méme en O (oti elles peuvent étre égales 4 — %) 
Malo ane Ss 


(4) Voir Acta math., 54, p. 387. 
(2) Voir Varticle du Jahresbericht ou de Mathematica (loc. cit.). 
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sont sousharmoniques méme en O, comme on le voit en passant 
a la limite sur les mémes intégrales étendues 4 la portion de 6 
extérieur & un cercle y, de rayon r > 0. 

Alors si u est de module borné, h sera comme wu de flux nul 
en O et d’aprés (F’) bornée inférieurement; donc h sera harmo- 
nique méme en O et par suite : 


[fe (M,P) Au (P) dop et if log pai Au (P) dap 
8 8 MP 


seront finis et bornés au voisinage de O, y compris O, et : 
in = — 5 ff 6O,P)Au®) doy +h). 
nt 


42. — Le critére que Aw soit sommable au voisinage de O 
résulte d’ailleurs rmmédiatement, pour r — 0, de la formule 
suivante relative 4 la couronne I’; ,; : 

d 
ay le EO ae i Aud = 0, 
YR dn; Yr dn; Tp, + 


Le passage a la limite donne de plus, pour ®, fini, la formule : 


Dy = if Auda = Hie = ds, 
Yp dn; 


qui s’étendrait 4 un contour plus général qu’une circonférence. 
Ajoutons que si pour la courbe : 


UG (10g =) 


l’asymptote est @ distance finie (ce qui entraine que ©, soit 





fini), (Au).log oar est sommable au voisinage de O “), ce qui 


entraine que log Sie: Audc —> 0 avec r @). 


Cela résulte de la ihenale : 


Np d log : 

1 du OM 
lo Audo + log eR ERR) a ce beaded 
ee “ i YR a OM dn, : dn; a 


Sea ey ee r 
— log ee. . dn, ds os <s if uds 














ee eo 
= log a 2 ae Qn Nu 


et de l’interprétation géométrique du second membre. 


(1) Et réciproquement. 
(2) Cela résulte d’ailleurs de la dernidtre formule écrite et du n° 8 (§ I, p. 27) 
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En particulier si Un(O) est fini, ®, = 0, log ——- : Au est 


sommable et afte Audc et i 


Yr 


u 
ds tendent vers 0 plus 








vite que : i 
log J 


13. Remarque. — J'ai étudié ailleurs et directement) la 
fonction sousharmonique particuliére qu’est le potentiel : 


vay=— ff ios = Y(P)dop <0 


ou XP) est continue et > 0 au voisinage de 0, 0 exclu, et aussi 
sommable; et j'ai obtenu des propriétés qui se déduiraient 
comme cas particuliers de l'étude générale du présent mémoire. 
Il y aurait d’ailleurs extension immédiate, et par les mémes 
voies, directe ou appliquée, au cas ot ¥, au lieu d’étre conti- 
nue hors de O, serait seulement bornée et mesurable sur tout 
domaine a distance non nulle de O, ce qui suffit avec les 
autres hypothéses pour que V soit sousharmonique méme en O 
et continue hors de 0. 

Inversement cette étude directe de V(M) permettrait, grace 
a (F) et (F) (voir p. 39), de retrouver, dans le cas particulier 
d’existence d’un Au continu hors de O et indépendamment du 
lemme fondamental de convexité, l’essentiel des résultats de 
notre étude générale. D’ailleurs bien des propriétés pourraient 
aussi s’établir sans mettre en évidence l’interprétation de la 
convexité, en utilisant seulement certaines formules de 
Green ©), et, complétées par des passages 4 la limite ou approxi- 
mations convenables, les démonstrations s’étendraient méme 
au cas général. 


(1) Voir thése, loc. cit., chap. Il, § III n° 9-10. On y raisonne sur les ex>pres- 
sions des moyennes et flux obtenus par opérations sous le signe [ /. 
(2) Par exemple, on tire divers résultats de la seule considération de la 


formule suivante sur la meilleure majorante harmonique h dans la couronne 
Tz, r: 


ihe h 


| 
oe OM 





d Dh ese dg. | ~{ ie de Gh hds 
p ppt og ~— —— ds = log — — 
ve OM dn; Yr Yr 


42 ETUDE DES FONCTIONS SOUSHARMONIQUES 


44. Extensions au cas du voisinage d’un ensemble fermé E de 
capacité nulle. — Prenons seulement le cas de u (possédant 
un Au > 0 continu) définie et bornée en module sur la por- 
tion 2’ d’un domaine ©, extérieure a E. Alors G(M, P) étant la 
fonction de Green de © ou {”’ 


u (M) + If G (M,P) Au(P) dep = h(M) 
ln Q’ 


ot h est la plus petite majorante harmonique sur {Y et est 
d’ailleurs harmonique méme sur 2. De plus, en tout point Q 
de E sur © : 


in Q+ 5 ff, 6 QP) Au) dop = bh. 


§ IV. — Exemples de discontinuités en 0 d’une fonction 
sousharmonique continue hors de O. 


4. — Alors qu’une fonction convexe admet une valeur limite 
a l’extrémité d’un intervalle d’existence et est continue en 
tout point de cet intervalle, une fonction sousharmonique u 
peut étre discontinue sur un ensemble partout dense et simul- 
tanément bornée “); mais, comme nous allons voir, méme si 
on suppose u continue, douée de dérivées continues jusqu’é un 
ordre arbitraire (done en particulier possédant un laplacien 
continu), au voisinage d’un point O, ce point exclu, elle peut 
présenter en O une allure tres irréguliére, et cela, méme si elle 
est sousharmonique en QO, ou, qui plus est, bornée en module; 
des exemples de ce fait montreront l’intérét des propriétés 
générales de moyenne, de quasi-limite et de quasi-continuité. 


2. — Rappelons d’abord que l’on sait former aussitot, par 
l'intermédiaire de fonctions convexes de log St des fonc- 
: ik 


tions sousharmoniques continues hors de O ot elles admettent 
la limite déterminée — % ou + %; et dans ce dernier cas 


on peut faire en sorte que w(M) croisse arbitrairement vite 
quand OM —- 0. 


(1) Voir F. Riesz, Acta math., 48, p. 336. 
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D’autre part, F. Riesz a donné (4) un exemple trés simple de 
fonction sousharmonique bornée discontinue en un de ses 
points et continue au voisinage; il l’obtient & partir du poten- 
tiel U d'une masse finie < 0 distribuée en des points M, > O 
de sorte que U(Q) soit fini; l’enveloppe supérieure de U et d’une 
constante K < U(Q) répond a la question et la discontinuité 
en O est d’ailleurs essentielle (). 

Nous donnerons de ce fait un autre exemple par un procédé 
analogue mais qui, plus souple, fournira aussi d’autres types 
de dicontinuités; on considérera un potentiel de masses néga- 
tives distribuées convenablement, non plus en des points, mais 
en couche sur des aires au voisinage de O, et c’est ce potentiel 
qui fournira directement les exemples; et, par suite, en dispo- 
sant convenablement de la densité, on pourra méme faire en 
sorte que la fonction sousharmonique obtenue admette hors 
de O des dérivées continues jusqu’éa un ordre arbitrairement 
choisi, ce qui sera essentiel pour certaines applications. 

Pour exposer ce procédé qu’on prendra sous une forme aussi 
simple que possible, on négligera d’abord cette question des 
dérivées; mais il suffira a la fin d'une retouche légére pour 
que les mémes exemples comportent les dérivées voulues. 


3. — On considérera au voisinage de O une suite de cer- 
cles yn, extérieurs l’un a |]’autre et tendant vers le point O 
qui leur est extérieur (centre qn — O et rayon p, > Q) et sur 
Yn une couche de densité constante K, > 0. On va étudier le 
potentiel total : 


I (M) = by K, A log oe de 


Y n 


{ y(P) = K, dans yp 
ou 1M) = if i he eat cone 2 ee ¥(P) = 0 hors des 


et c'est — I qui fournira les exemples en vue, pour un chow 
convenable des données. 


(1) Acta math., 48, p. 336. 
(2) C’est-a-dire qu’il n’y a pas de limite déterminée quand M >< O tend vers 0 


(Voir § Il, n° 4). 
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Observons que le terme général de =, est égal a 


tpn’ Kn log 





1 
Mq, 
si M est extérieur A yn; il est d’ailleurs toujours au plus égal 


‘ 


4 cette valeur et il atteint son maximum 


ne (drme) 
quand M est en qn. 

Pour que =, converge en un point M quelconque ~ O, il 
faut et suffit que =n7pe.°"K, converge, c’est-a-dire que la masse 
totale soit finie. On fera donc par la suite cette hypothése. 

Alors — I (< 0) est sousharmonique méme en O ‘) et d’ail- 


leurs continue hors de O. 


4, Exemple d’une fonction bornée, sousharmonique méme en 0, 
continue au voisinage et essentiellement discontinue en 0. — 
Supposons I(M) bornée; si elle est continue en O, la série =, 
& termes positifs et continus doit, puisque continue, étre uni- 
formément convergente au voisinage de O @; son terme géné- 
ral doit donc tendre uniformément vers zéro et en particulier : 


4 
K log 
SS, ap 


L’hypothése contraire entraine donc que I (bornée) ne soit pas 
continue en O, et il y aura alors discontinuité essentielle (voir 
p. 28), comme dans l’exemple de F. Riesz. I] en sera ainsi en 
particulier () si : 


4 1 1 
K log —— — if pe at we 
Jf 8 oP dwp TP, (5 + le) K, =e >0. 





dup > (). 


(1) C’est la limite d’une suite décroissante de fonctions sousharmoniques, 
ou bien voir p. 41. 

(2) Cela résulte du théoréme facile de Dini, que si une suite de fonctions 
continues > 0 sur un ensemble fermé est décroissante et tend en chaque 
point vers zéro, elle tend uniformément vers zéro. 


(3) C’est ce qu’on peut voir autrement en remarquant que cela empéche 
1 
que SS y (P) log MP dw, tende, pour r— 0, uniformément vers 0 rela- 
- 


tivement au point M dans y, (condition nécessaire et suffisante pour que 


1 
Sf ¥08 ap toy admette une limite finie déterminée quand M ~ O, voir 
thése loc. cit.). 
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Supposons cette condition vérifiée et cherchons a faire en 
sorte que I soit bornée; pour cela cherchons & majorer =, et 
ses termes, Le terme général est quel que soit M au plus égal 





& « mais aussi & 7p,"K, log 
quM 


Prenons pour simplifier tous les gn alignés, d’un méme cété 
de O, avec Oqn+1 < Ogn, et Gndn+1 < Gn—1qn. Menons en O la 
perpendiculaire 4 au support des q, et supposons d’abord que M 
soit, par rapport & A, du cété des q, et non sur A. Alors M étant 
fixé, il y a un qn aU MoOins, soit q,, tel que : 


Mq, < Mqi te ae Oe 
Pourn~p: 


4 
Mq, > y GnQn + 1 
d’ot : 





r 2 
K sah log ~~ dup < mp, K, lo ) 
Birt gege Mp, Bees © era 


Pour n = p: 
1 
K, ff 08 sip tor < € 


d’ou, pour la série =, la limitation supérieure : 


+ 00 
e+ Y 7. K_ log 


n=1 





QnQn + 1 ; 
Si maintenant M est de l’autre cété de A ou sur A, cette 
limitation est encore valable. Elle est donc valable quel que 


soitM + 0. 
Il reste done & voir que l’on peut disposer des données de 


sorte que : 
mp, K, converge; 


2 
mp,” K_ lo converge; 
SY Pr ’ 2 GnQn +1 





TP, (5 + log a Ki =«s, 
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ce qui revient aussitét 4 disposer de qn et pn, de sorte que les 
cercles y, soient extérieurs l'un a l'autre et tendent vers O et 
que la série de terme général : 


2 
log ———— 
GnQn asa! 
ee hak 
ae + LOR 
& Pn 


soit convergente. 

Pour toute suite g, > O satisfaisant aux hypothéses faites, 
plus haut, on pourra toujours choisir p, de fagon a satisfaire 
& ces conditions (!). 


5. Exemple ou u est sousharmonique méme en O, avec : 
u(O) = un(O) fini et u(Q) = — Oo, 


Il suffit de voir que l'on peut disposer des données pour que 


4 
Ye." K et Ye." K log Gas 


convergent, tandis que 


2 (2 
Tp, 


— + log —) K =—=0 >-+ 0, 

\ 2 Pn 4 

car alors I sera partout fini mais tendra vers + © sur la suite 
qn. On voit aisément que c’est réalisable, quelle que soit 4, et 
quelle que soit la suite gq, -- O, formée de points tous diffé- 
rents et distincts de 0, par un choix convenable de Pn. 

D’aprés cela, on peut méme faire en sorte que sur certaines 
suites de points M, tendant vers O, u tende vers — & aussi vite 
qu'on veut, c’est-a-dire y soit au plus égale 4 une fonction finie 
arbitraire &r) > — oo quand r= OM — 0; et l’on peut choisir 
pour suite M, toute suite M, ~ O et tendant vers O. 

On obtient ainsi des exemples ot AM) admet en O une dis- 
continuité essentielle; on peut méme faire en sorte que A soit 
en méme temps de module borné, comme on le démontrera 





facilement sur l’exemple qui précéde en prenant 6, = log 


. Og 
et une suite g, convenable. 


(1) Dans le cas de l’espace, il n’y aurait aucune différence essentielle; ce 
serait méme un peu plus simple. 
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6. Mémes cas de discontinuités avec des dérivées n° continues 
hors de 0. — Dans les exemples précédents, il est aisé de 
modifier dans chaque yn la densité ¥ au voisinage du contour de 
facon a la raccorder a zéro et de telle sorte qu’elle ait partout 
ailleurs qu’en O des dérivées continues jusqu’A un ordre quel- 
conque, ce qui entraine que le potentiel ait hors de O des 
dérivées continues jusqu’au méme ordre. On peut d’ailleurs 
faire ces raccords de facon que le potentiel total soit en chaque 
point altéré de moins de « donné arbitrairement > 0. Il s’en- 
suit que les divers cas de discontinuités qui précédent sont 
réalisables aussi avec des fonctions sousharmoniques possé- 
dant hors de O des dérivées continues jusqu’é un ordre quel- 
conque. 


7. Remarque. — Par combinaison linéaire des cas précédents 


: 1 
et de ceux formés avec des fonctions convexes de log = on 


obtiendra des exemples nouveaux d’allure irréguliére : en par- 
ticulier on pourra faire en sorte que uw sousharmonique con- 
tinue (et méme possédant des dérivées n° continues) hors de O 
tende vers + X& aussi vite qu’on veut sur certaines suites 
M, — O et vers — & aussi vite qu’on veut sur d’autres suites. 

On pourra enfin appliquer aux fonctions précédentes le pro- 
cédé de l’enveloppe supérieure avec une constante. 


CHAPITRE II 


QUELQUES APPLICATIONS 


§ I. — Application aux fonctions harmoniques 
et au probléme de Dirichlet. 


Rappelons d’abord quelques résultats sur le probléme de 
Dirichlet. 


4. — La solution généralisée de Wiener “) et la méthode du 
balayage. 

Considérons un domaine borné © et une distribution continue 
y(P) sur la frontiére =; on peut la prolonger en une fonction ®(P) 
continue sur (2 + 3%). Soit 2, une suite de domaines de 
Dirichlet @) contenus dans 2 et tendant vers 2. La solution W, 
du probléme classique de Dirichlet pour ©, et la distribution- 
frontiére égale 4 ® (empreinte de ® sur la frontiére de 2,) a une 
limite W indépendante de la suite ©, et du choix de ® correspon- 
dant a ¢. C’est la solution généralisée au sens de Wiener du 
probléme de Dirichlet pour © et 9(P). 

Un point-frontiére O est dit régulier si W(M) tend vers ¢(0) 
quand M (sur ©) tend vers O et cela quelle que soit ¢P). Sinon 
il est dit irrégulier et il posséde alors nécessairement la pro- 
priété suivante : c'est que sur une circonférence y, de centre O 
et rayon r, la partie non intérieure 4 2 a une mesure angulaire 
tendant vers 0 avec r. 


2. — Considérons maintenant dans le plan une distribution 
de masses négatives telle que le potentiel P, (intégrale de 


(1) Voir l’article du Jahresbericht ou de Mathematica (loc. cit.). L’extension 
& l’espace est immédiate. 
(2) Voir p. 13, note 14. 
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Stieljes), soit partout continu. Balayons sur la frontiére les 
masses intérieures 4 © selon la méthode de Poincaré-De La 
Vallée Poussin “). On obtient ainsi une nouvelle répartition de 
masses dont le potentiel P, sera : A l’extérieur de (Q + 3), le 
méme qu’avant; 4 l’intérieur de Q, harmonique et identique a 
la solution du probléme de Dirichlet généralisé pour © et la 
distribution-frontiére P, (potentiel primitif). Or (F. Riesz) le 
potentiel final P, est comme P, partout sousharmonique. 


3. — D’ot le théoréme suivant : 

Considérons une fonction &P) sousharmonique et continue 
dans un domaine R ot © est complétement intérieur; soit 9(P) 
son empreinte sur la frontiére = de ©. La solution généralisée W 
du probléme de Dirichlet pour 2 et <P) peut ¢tre prolongée 
sousharmoniquement dans R, et de facon d’ailleurs A coincider 
avec ® sur |’extérieur de 2 + %. 


4. — Application. — Le prolongement sousharmonique de W 
permet alors, d’aprés la théorie générale du chapitre Il, d’étu- 
dier l’allure de W 8 la frontidre. 

On voit ainsi qu’en un point irrégulier O, W considéré seu- 
lement sur 2, admet une valeur moyenne et une quasi-limite 
en des sens bien faciles 4 préciser @) vu la forme de © au voisi- 
nage de O. 

Cela s’étend A une distribution-frontiére égale 4 |’empreinte 
de la différence de deux fonctions sousharmoniques. Comme 
une distribution quelconque peut étre approchée arbitrairement 
par un polynome et qu’un polynome est toujours sur un 
domaine fini la différence de deux polynomes sousharmoniques, 
on en déduira facilement que, pour une distribution-frontiére 
continue quelconque, la solution généralisée du probléme de 
Dirichlet admet en tout point irrégulier une valeur moyenne. 

J’ai d’ailleurs établi ce résultat par voie directe @) en généra- 
lisant une proposition de G. Bouligand et montré qu’il y a aussi 





(1) Voir De La Vallée Poussin, Annales de I’'Inst. H. Poincaré, 1931, p. 225. 
(2) Voir les énoncés emacts, C. R. Ac. Sc., mars 1933, pp. 737-739. 
(3) Voir C. R. Ac. Sc., mars 1933 (loc. cit.). 
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quasi-limite dans le cas général; de plus si la distribution atteint 
en O son minimum, cette quasi-limite (et valeur moyenne en OQ) 
est égale A la plus grande limite en O de la solution “). 


§ Il. — Application 4 l’équation: Au = ¢{M). 


4. — On se donne (M) continue au voisinage d'un point O, 
ce point exclu, et on prend A au sens généralisé @). On se 
propose d’étudier au voisinage de O les intégrales de 1’équa- 
tion, c’est-a-dire les fonctions continues vu admettant un lapla- 
cien généralisé continu égal a ¢ donné. 


2. Existence des intégrales. — S’il y en a, |’intégrale la plus 
générale est la somme d’une intégrale particuliére et de la 
fonction h la plus générale harmonique au voisinage de O, 
0 exclu. 


Lorsque ¢ est sommable, |’intégrale générale existe et peut 


s’écrire : ; 
uw al a log MP ¢(P) dwp +h. 


Lorsque ¢ n’est pas sommable, on ne sait pas en général s’il 
existe des intégrales. On peut démontrer toutefois qu'il y en a 
dans le cas particulier ot OM . ¢(M) est sommable ®). 


(1) Dans tout ce § 1, on pourrait au lieu de domaines bornés, considérer plus 
généralement des ensembles ouverts bornés, comme on le fait ordinairement 
maintenant pour le probléme de Dirichlet. 

(2) Voir thése, loc. cit., chap. I, § I. 


(3) Soit 4, la partie de 8 extérieure au cercle y,. On démontre d’abord que 


: F 1 1 
2x W,(M) = log aes » (P) do, — ff log yp gy (P) dw, 
Nr Nr 


est borné en module quel que soit r > 0 et M tel que OM > e« > 0 fe choisi 
arbitrairement). Donc sur tout domaine 8 A distance non nulle de O, W, différe 
d'une intégrale (de l’équation) choisie fixe et bornée sur 8 par une fonction 
harmonique qui reste bornée quand r > 0. 


Soit alors r, > 0 et p, > 0. On peut extraire des r, une suite r,(1) telle 
que W,, (1) converge sur Np, Vers une intégrale; puis de r,(1), une suite r,(?) 
telle que W, (2) converge sur Np. Vers une intégrale, etc. Le procédé diagonal 


. n . . 
appliqué a r,(), r,(2), ..., fournit une suite 1’, telle que W,,, converge hors de 0 
vers une intégrale dont l’existence est ainsi établie. 
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3. Propriétés des intégrales. — a) » > 0: alors toute intégrale 
est sousharmonique hors de O, d’ou une série de propriétés. 
En particulier si ¢ est sommable, |’ intégrale générale s’écrit : 


7 
u=—5x- f GMP) ¢ (P) dop +h, 


ot h est la plus petite majorante harmonique de wu sur (6 — Q) 


et il suffirait alors de faire une étude directe du terme Sh 


Signalons, en renvoyant aux exemples du chapitre précédent 
(§ IV), la possibilité d’irrégularités pour l’allure des intégrales 
en O, méme si 2 admet hors de O des dérivées continues jusqu’a 
un ordre quelconque donné, 

b) ¢ de signe quelconque. 

Lorsque ¢ est sommable, il suffit de poser 





Ae FOP IT 5 vl 39 
1 oe u u 
log ef: P) dop < 0 uM 
, sousharmoniques 
. —* si, ly >0 méme en O, 


Ti ——ff log —— a y, (P) dap < 0 


pour avoir comme expression de | intégrale générale : 


uu, — u, + fet. harm. en O, 


dont on tirera facilement, par application du chapitre II, bien 
des propriétés “) que fournirait d’ailleurs une étude directe de : 


1 
Df 08 ae ¢ P) don. 


4, — Enfin, signalons la possibilité de certaines extensions 
au cas du voisinage d’un ensemble de capacité nulle. 


(1) Ainsi, en généralisant 4 u les notions données dans le cas de soushar- 
monicité, il y aura toujours un flux fini ®o et, pour A, une valeur moyenne 


® 4 : 
en O égale a “a Si log OP’ o(P) est sommable, u admet toujours une valeur 
Tv 


moyenne en QO, etc. 
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§ Ill. — Application a l’équation: Au = c(M)ju; c¢ > 0. 


4. — On se donne c(M) > O et continue au voisinage d’un 
point O, ce point exclu, et, A étant pris au sens généralisé, on 
se propose d’étudier les intégrales au voisinage de O. 

J’ai développé cette étude de facon directe dans ma thése; 
toutes les propriétés générales (c’est-a-dire indépendantes 
de c) de l’allure et de la forme des intégrales que jy donne 
sont des applications immédiates de la théorie générale qui 
précéde, parce qu’on se raméne au cas u > O et qu’alors wu est 
sousharmonique hors de O. 

Il y a quelque intérét a tracer rapidement le développement 
de l'étude proposée en se basant sur les résultats généraux du 
chapitre précédent et sur les théorémes d’existence et unicité 
spéciaux a |’équation considérée et qui sont établis dans ma 
thése. 


2. Etude des intégrales bornées. — Soit sur le voisinage de O, 
» un domaine de Dirichlet contenant O. Pour une distribution 
continue donnée a la frontiére « de », on démontre qu’il existe 
sur (» — O) une intégrale bornée et une seule prenant les 
valeurs données sur co. 

Jl en résulte que toute intégrale bornée est la différence de 
deux intégrales bornées > 0, qui sont des fonctions soushar- 
moniques, d’ot' des propriétés de moyenne [um(O)], de quasi- 
continuité, de flux ®o nul en O, etc. 

En particulier, les fonctions : 


Au 0a; log aaa Au = log ar cu 


sont sommables, et méme Sei log — — c(P)u(P)dop est borné; 


il s’ensuit aisément que le probléme proposé (du type de 
Dirichlet pour la distribution sur c) équivaut A la résolution 
de l’équation de Fredholm & noyau singulier : 


1 
uM) +5 ff GLP) uP) dop= 
= solution h(M) harmonique sur w 
qui devient d’ailleurs au point O : 


{ 
un (GO) =f If G (O,P) ¢ (P) u (P) dop = h (0). 
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Cette méme équation intégrale montre comment des hypo- 
théses particuli¢res sur c entrainant des propriétés de oh en O 
(par exemple la continuité) fournissent des propriétés corres- 
pondantes de l’allure des wu; j’ai indiqué d’autres propositions 
de ce type par comparaison avec des équations différentielles 


de méme forme que |’équation donnée, mais ov ¢ et u sont 
seulement fonctions de r. 


3. Intégrales bornées dans un sens, par exemple, inférieure- 
ment. — En ajoutant une intégrale bornée convenable, jai 
montré qu'on se ramenait au cas u > 0. Alors u est hors de O, 
sousharmonique et > 0 d’ot une série de propriétés et les 
trois cas : 

9 =0, % fni>O eC BD =—+ x, 


I] existe toujours des intégrales > 0 non bornées, mais il n'y 
a pas toujours d’intégrales admettant un flux ®o fini > 0; 
cela dépend de l’allure de c; par exemple, il n’y en a pas si 
o> ot car Qu = c.u doit étre sommable (puisque Po est 
fini), ce qui est incompatible avec la forme : 


{ 1 
cu > OM r log OM 

ou A admet une valeur moyenne A,(O) > 0. S’il n’y en a pas, 
on peut montrer que toutes Jes intégrales bornées en module 
s'annulent réguliérement en O et réciproquement. S’il y en a, 
il y a unicité quand on se donne po et les valeurs sur o entou- 
rant O. D’ailleurs, le probléme de la détermination d’une inté- 
grale bornée inférieurement, de flux donné Po > 0 et prenant 
des valeurs données sur o équivaut a la résolution de |’ équation 
de Fredholm 4a noyau singulier : 


u (M) +5-f G (M,P) c (P) u (P) dgp = 
= solution harm. avec flux ®,. 
J’ai montré aussi que la seule hypothése que : 
Uu at 
log iol 
OM 
soit borné en module entraine que u soit borné dans un sens. 


Ale 
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4. — J’ai donné aussi diverses propriétés des intégrales con- 
sidérées comme fonctionnelles de c. Je vais ici apporter quel- 
ques résultats nouveaux sur les irrégularités possibles de 
Vallure des intégrales en O. 

Je posais dans ma these la question de savoir si pour les 
intégrales bornées il peut y avoir elfectivement discontinuité 
en O. Voici, pour ¢ et uw convenablement choisis, un exemple 
qui répond par l’affirmative. 

On a vu comment on peut former un potentiel : 


/ 1 1 
\ M) =— > Lf» (P) log ip 97P 


avec ¥(P) > 0, tel que V(M) soit borné en module et essentielle- 
ment discontinu en O, et on peut faire en sorte que ¥ et V 
admettent hors de O des dérivées continues jusqu’éa un ordre 
donné, Il suffit d’ajouter une constante a4 V pour avoir une 
fonction sousharmonique u > 0 et bornée, telle que : 


Au i ay =O 
Le coefficient : ¥(M) 
= ul) 


et la fonction uw(M), admettant tous deux des dérivées conti- 
nues jusqu’a un ordre arbitrairement choisi, fournissent |’exem- 
ple cherché, 


> 0 


tl peut aussi arriver effectivement que pour une intégrale 
u > 0, la fonction A soit bornée et discontinue en 0. Formons 
en effet un potentiel : | 


V (M) = — s Ife (P) log _ dop (¥ > 0), 
tel que : VOD 
log ay 
OM 


soit borné et discontinu en O, ce qui peut étre réalisé avec v 
et V admettant hors de O des dérivées continues jusqu’A un 
ordre quelconque. Alors, en prenant K assez grand : 


1 
canara 1 UM | eek y i 
u 08 oar + V Mi) > 0, 
avec : 
Athenee ¥ eu, 
u 
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d’out l’exemple cherché avec u et ¢ = “ admettant hors de O 


des dérivées continues jusqu’é un ordre quelconque donné. 


5. —— J’ai étudié aussi plus généralement les intégrales bor- 
nées de la méme équation au voisinage d’un ensemble de sin- 
gularités de capacité nulle “. 

On pourrait, comme dans le cas d’un point isolé, reprendre 
la question en utilisant les résultats concernant les fonctions 
sousharmoniques générales. 


Comme conclusion, faisons remarquer simplement que les 
exemples précédents ne font qu’illustrer les applications qu’on 
pourrait faire de la théorie générale des fonctions sousharmo- 
niques & des types trés étendus d’équations aux dérivées par- 
tielles ou méme intégro-dilférentielles, obtenues en égalant Su 
& certaines fonctionnelles de wu et de ses dérivées. 


(14) Voir Bull. Se. math., sept. 1931. 
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